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1. Matrius

Una matriu és una disposicié ordenada d’elements (nimeros, funcions, etc ...) en files i columnes,
tancada entre paréntesis, i que obeeix a certes regles o algebra. En la matriu

a1 a2 a3 -+ a;Q
Oaxp axp axps -+ axnld
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els nombres a;; s’anomenan elements de la mateixa. L’element a;; pertany a la fila i i a la columna j. Aque-
sta matriu consta de m files i n columnes i, per aixd, és d’ordre << m x n > i s’anomena "matriu A", o
"matriu A m xn", 0 bé "matrium xn [a;]".

La condicié necessaria i suficient per a que dues matrius siguin iguals és que tenguin idéntics els seus
elements corresponents; es a dir, una matriu ha d’esser copia exacta de I’altre per que siguin iguals.

2. Suma algebraica de matrius

Dues matrius del mateix ordre es poden sumar o restar, es a dir, son conformes respécte de la suma
algebraica. La suma (resta) de dues matrius m x n, A =[a;] i B = [b;] és una altre matriu C tal que els seus
elements son la suma (resta) dels corresponents de A i B. Per tant, A + B = [a;; £ by].
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Exemplel: Si A = = , la suma sera:
XeMPIELSIA = 7 30! m 1 102
A+B_[y1+5 4+2 0+6Q_[B 6 60O
T [R2+0 7+1 3+10 @ 8 40
i la diferéncia:
4 2 -6
A-B =
02 6 20

3. Producte de matrius
El producte A B, en aquest sentit, d’una matriu A = (a;; a;p a3 - - - ay,) d’ordre 1 x m, per un altre
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matriu B = Bbgl g d’ordre m x 1, es un altre matriu C d’ordre 1 x 1:
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Com podem observar cada element de la fila s’ha multiplicat per el corresponent de la columna
sumant a continuacio els productes obtinguts. El producte de matrius es fa sempre multiplicant files per
columnes.

Exemple 2:
020
135 O4pg=[12+3+50-2)]=4
o0

El producte A B, en aquest sentit, d’una matriu A = [a;] d’ordre m x s, per un altre matriu B = [bj]
d’ordre s x n, dona un altre matriu C = [c;;] d’ordre m x n, sent:

S
Cij:zaikbkj, i:1,2,...,m, j:l,2,...,n
k=1

Exemple 3:

[Pu1 @[] Tby by O Ruibiy +apby  a by + by, o
(A1 apOU = [ b + @by anbi +a,b, 0

by, by, O
Hag,  ag, U a Uagibyy + agobyy  agiby, + ag,bp, U
Exemple 4:
[ﬁ 5 _SDDIJ_D D3|1+5|2_8|3|:|
@ 1 6pgd,0= R +1,+6130
h -6 7 00,0 Cayy-61,+7130
Exemple 5:
P 308 -2 60 _ [BB+(38)F S5H-2)+(-3)D 5B+(-3)dNO
4 2007 0 90 ~ D4B+20¥ 4(-2)+2[D 46+20 O
M9 -10 3
M6 -8 420

Les matrius anteriors A i B s’anomenan conformes respécte del producte, es a dir, per a que existeixi
el producte AB és imprescindible que el ndmero de files de B sigui igual al nimero de columnes de A.
Aleshores, si A és una matriu 3 x2 i B és una matriu 2 x 5 existeix el producte AB, pero no existeix BA.
Analogament, si D és una matriu 3 x 3 i E és 3 x 3 existeixen ambdos productes, AB i BA.

4. Inversio

En una ordenaci6 qualsevol de nimeros naturals existeix una inversid quan un ndmero precedeix a un
altre menor que ell.

Per exemple, en I’ordenaci6 123, el 3 precedeix al 2; per tant, existeix una inversié. En 321, el 3 precedeix
al 2ial 1, iel 2 precedeix al 1; hi ha, llavors tres inversions. En 4213, el 4 precedeix al 2, al 1ial 3,iel 2
precedeix al 1; la ordenaci6 té 4 inversions. En 3421, el 3 precedeix al 2 i al 1, el 4 precedeix al 2ial 1iel
2 precedeix al 1; la ordenaci6 té 5 inversions.

5. Determinant d’una matriu quadrada
Considerem una matriu quadrada de ordre n,

a1 &2 &3 -+ Ap[J
LAy axp &g - a0

0
Dan1 Q2 apz - amp O



i formem tots els productes de la forma ayj, a,j, - - - ay;,, de manera que sols existeixqui en ells un element
de cada fila i un altre de cada columna. Observis que en I’ordre del primer subindex és, per conveniéncia,
1,2,...,n, rad6 per la qual Iordre jq, js,..., j, del segon subindex sera una de les n! permutacions del
nombres 1, 2,..., n. A més, associam un signe, + 0 —, a cada producte, segons el nombre de inversions de la
permutacid dels segons subindex sigui parell o imparell, repectivament.

En aquestes condicions, el determinant d’una matriu quadrada A d’ordre n, que s’escriu A és el
polinomi que resulta al sumar els n! productes distints, cadascun amb el seu signe, que es poren formar
amb els elements de A. El determinant d’una matriu quadrada d’ordre n s’anomena determinant d’ordre n.

Exemple 6:
Oa a., U
TP 0= ay ap - ap ay
%1 &2
Exemple 7:

gall a;p; il

a 8y a =
ot 82 83
81 a3 as3[]

Qg1 A Azz — Qy1 Apz Az — Agp Ay Agz3
T Ay, ay3 Az T ay3 Ay; Agp ~ A3 Ay Az

6. Menor complementari i adjunt d’un element

El menor complementari d’un element a; d’un determinant d’ordre n és el determinant d’ordre
(n—1), que s’obté suprimint la fila i la columna a la que pertany I’element. EI menor complementari d’un

element a; ho escriurem de la segiient forma H\/I”B El menor complementari amb el seu signe,
(-1)] a\/lijg s’anomena adjunt de a; i s’escriu 4.
Oa;; ap a3l
Exemple 8 En el determinant de tercer ordre DAO= 8321 Ay aBE]
031 @8 a3

Mzs0= Dall 2 Dyy = (-1)7* gall a2 B: _Hay a,U
0% 82 01 @2 01 s

7. Desenvolupament d’un deter minant pels elementsd’unalinia

El valor d’un determinant JAQd’ordre n és la suma algebraica dels n productes que s’obtenen multi-
plicant cada element d’una linia qualsevol (fila o columna) per el seu adjunt corresponent. Es a dir,

Oa;y ap ad

OAO = E]am 8y Ay E = A Oy tap Dy tap Ay
0831 az azg[]

Uay, @yt a Uag, a3 U a Uay; agd
22 32
081 83 0%sr 83 O%r &3
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és el desenvolupament de CAOpels elements de la segona columna.

Exemple 9:



=t 8. .0 70 0070 D140
o ! g =30 ,80-3%0, ,0*00, 40
;3 5 0 g g U U g u
= 3[4(-6)-7(1)] -5[1(-6)-7(2] +0 = 7
Exemple 10:
13 5 8[ o 20
O 0 20=-50 “g=-5[103)-2(4)] = 25
0 O 4 3
W 0 3Q o° =0
Exemple 11:
M 7 -20
4 —20
Eo 5 OB: 5[] 0= 5[4(-3)-2(8)] = 20

8 -3
m 2 -3 U 0

8. Propietats dels determinants
1. Siundeterminant té dues linies iguals, aleshores és nul. Per exemple,

01 8 10
O_ 0=
D4 2 4D 0
06 1 6

2. Multiplicant els elements d’una linia per un nombre k, el determinant queda multiplicat per k. Per
exemple,

03 -4 20 06 -8 40 O3 -4 40
21 5 oU=04 5 oU=071 5 oU

O
02 6 790 pg2 6 70 2 6 14

3. Permutant dues linies d’un determinant, aquest canvia de signe. Per exemple,

Ol 4 70 04 1 70 03 -6 90
O_ Oo_- _0O _ Oo_- _0O- a

2 5 8|] D5 2 8|:| DZ 5 8[]
03 -6 9 06 3 9 ol 4 70

4.  Si cada element d’una linia és suma de dos 0 més nombres, el determinant es pot expressar mit-
jancant la suma de dos 0 més determinants. Per exemple,

o3 -7 50 03 -9+2 50 O3 -9 50 @M@ 2 50
O _c0-0 -0 0, 0 _cd
2 4 -5 D2 440 SD DZ 4 5|]+ D2 0 SD
1 6 8pg 1 8-2 8 [ 8 8pg [l -2 8p

5. Sialselements d’una linia se I’hi afageixen els d’un altre multiplicats per una constant k, el valor del
determinant no varia. Per exemple,
01 9 =30 01 9+3(-3) =30 0O1 0 =30
54 6 —2D=B4 6+3(-2) —2U=U4 o 20
03 1 50 3 1+3(5 50 3 16 5



9. Solucio dels sistemes d’equacions lineals per determinants: Regla de Cramer
El sistema de tres equacions lineals amb tres incognites X, X,, X3,

a;p Xy + apX +* apXy = kK
Xy * apXy + azXg = k
Ag1X; * apXy + agXs = Kg

es pot escriure de la forma matricial

P &2 dspXig K

(B21 Qp 0% 0= KO

Uag, agp agUbxU Lk
Si multiplicam cada element de la primera columna per X;, el valor numeric del determinant dels coefi-
cients A, queda multiplicat per x; (Per la propietat 2).

Oa;y &, a0 Oapnx;, ap aizli
Da=ay ay ayU [ X Ba=Bagx, ay am-
a 0 O a0 O
a1 az azz[] (831 X1 Qazg az3[]

Sumem a cada element de la primera columna I’element corresponent de la segona multiplicat per x,, i el
de la tercera multiplicat per x3 (Propietat 5). Llavors,

O(au Xy +appX; +a;sXs) ap aisd Ok ap a;d
X1 Dy = E](aZl Xy +apXy +8p3X3) A g B = Bkz Ay Ay E
O(@1 X1 + Xz +8g3X3) Az A;[ [Ks A Ak[]
o bé
Dkl ap, apzld
Ekz QA Ay =

O

X = 0K ax a3

1 —Aa

sempre que A, # 0. Analogament,

Oa;; ki a;30 Oa;; a, kO
Eazl Ky azsg Eazl a kzg
X, = 081 K assg Xa = 081 a ksg
2 —Aa 3 —Aa

Aquest metode de resolucié s’anomena Regla de Cramer i es pot aplicar a qualsevol sistema de n
equacions lineals amb n incognites sempre que el determinant dels coeficients sigui diferent de zero.



